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Mé dau
LICH SU VAN DE VA Li DO CHON DE TAI

Cac bai toan (gia tri) bien déi v6i mot phuong trinh hay mot
hé phuong trinh dao ham riéng thuong c6 nguon goc tir cic nganh
khoa hoc tu nhién va ki thuat, dac biét 1a cac mo hinh giai tich
ctia nhiéu hién tugng vat li. Béi tinh thyc tién do, khi nghién ctu
cac bai toan bién, mot cach tu nhién ngudi ta quan tam dén su
ton tai duy nhat nghiém va cdc mo hinh gii s6 clia chiing. Cac bai
toan bién ban dau trong mién tron va khong tron da dude nghién
cttu trong rat nhiéu cac cong trinh. Khi d6, dieu kién ban dau
thuong déng vai tro then chét trong sy ton tai duy nhat nghiem.
Tuy nhién, c6 nhiéu tinh huéng trong thuc té dan dén viéc nghien
cttu bai toan bién khong c6 dieu kien ban dau, vi du khi ta mo ta
cac qua trinh khong dimg trong tu nhién, chang han khi dit kién
ban dau & xa dén mic né khong tac dong dén thoi diém hien tai,
va do d6 ta c6 thé coi thoi diém ban dau 1a ¢ = —oo. Bai toan
bién khong c6 diéu kién ban dau dugc nghién cttu kha sém va thu
hat duge sy quan tam cila mot s6 lugng nhat dinh cac nha toan
hoc. Sau day, chung toi sé gidi thieu mot cach tém tat lich sit van
dé va mot s6 phuong phéap st dung dé giai bai toan bien khong
c6 diéu kién ban dau (xem thém trong bai bao ctia N. M. Bokalo,
A. Lorenzi (2009)).

Ngudi dau tién nghién citu bai toan dang nay 1a nha toan hoc
ngusi Nga N. A. Tikhonov. Nam 1935, trong bai bao ctia minh, tac
gid da xét phuong trinh truyén nhiét véi diéu kién bién Dirichlet
nhu sau

ug(t,r) — Au(t,z) = f(t,x), (t,x) € S x Q,
u(t,z) = h(t,x), (t,x) € S x 09,

trong d6 Q 14 mot mién trong R™ véi bién tron timg khic 09 va



S = (—00,0] hodc S = R véi f,h la cdc ham cho truée. Ro rang
rang, véi f =0, h = 0 va Q = (0,7) hoac Q = (0,+00) thi céc
ham
uc(t,z) = Ce 'sinz, (t,z) €S xQ,

C € R 1a hing s6 tuy ¥, déu la nghiém co dién clia bai toan trén.
Do d6 dé dam bao dugc tinh duy nhat nghiém, ta can doi hoi
them mot so6 diéu kién cia nghiém. Cha ¥ rang, & day dieu kién
ban dau la khong phtt hop, vi thoi diém ban dau la t = —oco. v&
chitng minh réng khi Q = (0, 7), dé c6 dugc tinh duy nhat nghiém
clia bai toan, tac gia chi can yéu cau nghiém ctia bai toan bi chin
trong S x €. Dé ching minh diéu nay, Tikhonov st dung bicu
dién tich phan ctia nghiém ciia bai todn bién ban dau thi nhat
thong qua ham Green tuong tng va chi ra ring can b6 sung diéu
kien nghiém bi chin dé dadm bao tinh duy nhat nghiém cta bai
toan. Tuong tu nhu vay, nghiém (duy nhat) bi chan ciia bai toan
khong c6 diéu kién ban dau cho phuong trinh truyén nhiét véi
diéu kien bien Dirichlet v6i f = 0, théa méan bieu dién sau véi moi
(z,t) € [0,400) x S':

332

u(x,t) = 2\/_ / 3/2 eXp{ﬁ}h@')dT,

v6i gid thiét rang ham h 1a lién tuc va bi chan trén S. Tikhonov
dat tén bai toan nay 1a bai todn Fourier hay bai todn khong cé diéu
kién ban dau cho phuong trinh truyén nhiét. Sau ndy, ¥ tuéng cta
A. N. Tikhonov dugc st dung trong cac cong trinh cac tac gia T.
M. Balabushenko va S. D. Ivasyshen (2002), S. D. Ivasyshen (1983)
dé giai bai toan khong cé dieu kién ban dau cho hé parabolic tong
quéat véi cac dieu kieén bién khac vé6i dieu kién bién Dirichlet. Cong
thiic bieu dién tich phan ctia nghiém clia cac bai toan nay va cac
dinh i ton tai duy nhat nghiém dudc chiing minh trong cac khong
gian Holder dia phuong, & d6 nghiém bi chan va khong tang.



C6 mot cach tiép can khac dé gidi bai toan khong cé dicu
kien ban dau cho mot vai phuong trinh tién héa. Dé don gidn, ta
x6ét phuong trinh truyén nhiét khi S = (—oo,0]. Khi do6, sit dung
nguyén li cuc tri, ta c6 thé ching minh tinh duy nhat nghiém cia
bai toan khong c6 diéu kién ban dau cho phuong trinh truyén nhiét
v6i dieu kien bién Dirichlet nhu trén véi diéu kien nghiem u(x, t)
bi chin déu tren Q x S va hoi tu déu t6i 0 tren Q khi t — —o0.
Con sy ton tai nghiem dugce chitng minh bang cach xay dung day
nghiem xap xi clia bai toan cé diéu kién ban dau tuong ing. Cai
tién phuong phap nay c6 thé st dung dé gidi quyét mot s bai
toan khong c6 dieu kién ban dau cho mot sé 16p phuong trinh
tién hoa, cu thé 1a cho phuong trinh twa tuyén tinh va phuong
trinh c6 tré. Trong trudng hop nay, cé thé doi héi them mot sb
diéu kien vé dang diéu tiém can nghiém khi ¢ — oo va tinh bi
chan cta nghiém.

Khi xét nghiém suy rong ctia bai toan khong c6 gia tri ban
dau, ngudi ta c6 nhitng cach tiép can khac nhau, phu thuoc vao
viéc mien Q 1a bi chan hay khong bi chan. Trong truong hgp mién
Q bi chin, ta thuong can dat thém cac diéu kién dé chic chin su
ton tai duy nhat nghiem suy rong. Chang han, khi xét bai toan
bién Dirichlet cho phuong trinh truyén nhiét & trén, dé dam bao

sy duy nhat nghiém thi ta can dat them diéu kien
e’ u(t, )| — 0 khi t — —oo;

va dé ddm bao su ton tai nghiém thi ta can theém dieu kién
[yt < o0,
S

trong d6 w > —A; va A1 1a gia tri rieng dau tién cla toan tit —A
v6i diéu kién bién Dirichlet. Ngoai ra, cac két qua cho cac 16p

phuong trinh khac trong truong hgp mién Q bi chin c6 thé tim
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thay trong céac tai lieu N. M. Bokalo (1994), V. M. Dmytriv (2000),
Yu. B. Dmytryshyn (2009), G. P. Domans’ka, M. O. Kolin’ko, S.
P. Lavrenyuk (2006), Z. Hu (2005), A. A. Pankov (1985), P. Ya.
Pukach (1994),. ..

Khi nghién cttu bai toan trong truong hgp mién khong bi chan,
két qua vé bai toan bién khong cé diéu kién ban dau cho mot so6
16p phuong trinh tién héa cé thé xem trong coéng trinh cia S. P.
Lavrenyuk, N. Protsakh (2007) Ching t6i ciing trich dan thém
rang, cac bai toan khong cé diéu kién ban dau cho cac phuong
trinh tién hoéa liéen quan dén dao ham cap hai theo bién thai gian,
hé Sobolev-Hal’pern tuyén tinh, cac phuong trinh kiéu hyperbolic
dugc nghién cttu trong cac cong trinh ctia V. M. Kirilich, A. D.
Myshkis (1992), S. P. Lavrenyuk, M. O. Kolin’ko (1998), S. P.
Lavrenyuk, N. Protsakh (2007), S. P. Lavrenyuk, M. A. Oliskevich
(2014), D. Safarov (1990), G. O. Vafodorova (2000, 2003), ...

Tém lai, ching ta c6 thé thay, c6 rat nhiéu cong trinh nghién
cttu vé bai toan khong c6 diéu kién ban dau. Cac két qua dat ducc
chti yéu xoay quanh sit ton tai duy nhat nghiém va mién chita bién
khong gian €2, dit bi chén hay khong bi chin, déu 14 mién véi bién
tron ting khic. Nhu vay, bén canh nhitng két qud da dat ducc
khi nghién cttu bai toan khong cé diéu kién ban dau, van con rat
nhiéu van dé md, trong do6 cac van dé mé ching t6i quan tam do
la:

e Cac tinh chat khac ciia nghiém suy rong, chang han tinh
tron theo cic bién ciia nghiém bai toan khong c6 diéu kién ban
dau.

e Bai toan khong c6 dieu kien ban dau cho cac 16p phuong
trinh tién hoa khac.

e Xét bai toan khi mién  chia céc diem ki di.

Trén thyc té, rat nhiéu cac bai toan tng dung quan trong dudc

dua veé viéc nghién cttu cac bai toan bién dbi véi phuong trinh,



hé phuong trinh dao ham riéng trong mién c6 bién khong tron.
Bai toan bién elliptic tong quat trong cac mién chia hitu han cac
diém goc hay diém noén da duge nghién citu kha hoan thién trong
cac cong trinh ctia V. A. Kondratiev, O. A. Oleinik (1967); V. A.
Kozlov, V. G. Maz’ya, J. Rossmann (1997) va céc tac gia khac.
Trong do, cac tac gid da nhan dugc két qua vé su ton tai va duy
nhat nghiém, tinh tron ctia nghiém vi biéu dién tiém can nghiem
trong lan can ctia cac diém ki di ctia bién. Bén canh d6, bai toan
bién dbi v6i cac phuong trinh, hé phuong trinh khong dirng trong
mién véi bién khong tron ciing nhan dude sy quan tam clia nhiéu
nha toan hoc, chang han nhu trong céc cong trinh ctia G. Eskin
(1992), A. Yu. Kokotov va B. A. Plamenevskii (2005),. ..

Trong cac hé khong dirng, hé phuong trinh Schrodinger c6 vai
trdo quan trong nhat dinh vi c¢6 nhing ttng dung thuyc tién trong co
hoc lugng tit. Cac bai toan bién doéi véi hé phuong trinh loai nay
dugc dua ra va phan tich dau tién béi J. L. Lions va E. Magenes
(1968). Trong céac cong trinh do, cac tac gia da nghién citu cac bai
toan bién déi v6i phuong trinh Schrodinger ma cic hé s6 ciia no
doc lap v6i bién thoi gian va nhan dude két qua trong hinh tru hitu
han Q x [0,T], T < +oo. Nam 1998, N. M. Hung da phat trién
bai toan nay cho hé phuong trinh véi hé s6 phu thuoc thoi gian.
Bing cach st dung phuong phap cat thiét dieén, chuyén bai toan
dang xét vé bai toan elliptic phu thuoc tham s6 trong mién chia
diém noén, tac giad ciing nhan dugc cac két qua tuong tng trong
tru httu han. Bai toan bién ban dau thi nhat cho hé phuong trinh
loai nay trong tru vo han @ = Q x [0, 00) duge N. M. Hung va C.
T. Anh (2004) nghién cttu. Béang phuong phap xap xi Galerkin,
cac tac giad da dat dugc két qua vé su ton tai duy nhat nghiém suy
rong va tinh tron ctia nghiém theo bién thoi gian. Két qua vé tinh
tron theo bién khong gian va biéu dién tiém can nghiém c6 thé

dat dugc bang phuong phap cat thiét dien da néu & trén. Trong



cong thiic biéu dién tiém can nghiém, v6i mot s6 gia thiét ve su
phan bd cac gié tri riéng clia bai toan pho tuong ng, nghiém suy
rong sé duge phan tich thanh tong hai phan chinh trong mot lan
can di nhé cta diém nén. Phan th nhat dac trung cho tinh ki
di clia bai toan, con phan thi hai cé tinh tron theo bién khong
gian theo tinh tron ctia vé phai. Tiép theo do6, cac tac gid N. M.
Hung va N. T. K. Son (2008) da nghién cttu bai toan bién ban dau
tht hai d6i v6i hé Schrodinger trong mién c6 diem nén. Trong céc
cong trinh do6, cac tac gid ciing nhan dugc cac két qua tuong tu
nhu khi xét bai toan bién ban dau thi nhat.

Trong luan an nay, chung toi nghién cttu bai toan bién thu
nhat khong c6é gia tri ban dau cho hé phuong trinh Schrodinger
trong mién c6 diém noén. Khong chi xay dung khong gian nghiém
phit hgp dé ddm béo su ton tai duy nhat nghiém, ching toi con
thiét 1ap cac két qua vé tinh chinh quy ctia nghiém va xay dung
cong thiic biéu dién tiém can ctia nghiém trong lan can cia diém
ki di. Chu ¥ rang, néu mién day chita hitu han diém nén thi bang
cach st dung phan hoach don vi, ching t6i c¢6 thé chuyén vé xét
bai toan trong truong hop day chita mot diém noén. Vi viy, trong
ca luan an nay, khong méat tinh téng quat, ching t6i chi nghién
cttu bai toan khi diy ciia hinh tru dang xét chi chita mot diém

nén trung véi goc toa do.

MUC DiCH, DPOI TUGNG VA PHAM VI NGHIEN CUU

e Muc dich luan an: G6p phan hoan thién viéc nghién citu tinh
gidi dugc duy nhéat, tinh tron ctia nghiém ciing nhu dang diéu
tiem can nghiém trong lan can diém noén ctia bai toan khong cé
diéu kien ban dau trong mién c6 chita diém ki di.

e Déi tuong nghién cttu: Bai toan bién thit nhat khong c6 diéu
kién ban dau déi véi hé phuong trinh Schrodinger trong mién chita

diém noén.



e Pham vi nghién citu:

— No6i dung 1: Sy ton tai duy nhat nghiém ctia bai toan.

— NOi dung 2: Tinh tron ctia nghiém cta bai toan.

— No6i dung 3: Bicu dién tiém can nghiém trong lan can cta

diém non.
PHUONG PHAP NGHIEN cUU

e Dé nghién citu sy ton tai nghiém ctia bai toan khong cé6 dieu
kién ban dau, ching toi xay dung day nghiém xap xi ctia bai
toan c6 diéu kién ban dau t = h tuong tng va chuyen qua
gi6i han khi thoi diém ban dau dan t6i —oo.

e Dé nghién citu sy ton tai nghiém ctia bai toan cé diéu kien

ban dau, ching to6i st dung phuong phap xap xi Galerkin.

e Dé chiing minh sy duy nhéat nghiém ciia bai toan khong cé
diéu kien ban dau, phuong phap dudc chung toi lwa chon
la phuong phap chon ham thit ciia Ladyzenskaya. Mac du
khong c6 dieu kién ban dau nhung ching toi van dat duogc
két qua ve st duy nhat nghiém do ching toi da st dung mot
bé dé tuong tu nhu Bé dé Gronwall trong khoang vo han va
dat them mot s6 gid thiét phu hgp vé vé phai va cac hé sb

cua toan t L.

e Dé ching minh tinh tron ciia nghiém, ching t6i nghién citu
tinh tron clia cac bai todn c6 diéu kién ban dau tuong tng,
sau d6 bang cach tién qua gisi han khi cho thsi diém ban
dau tién t6i —oo, ta dudc tinh tron clia nghiém ctia bai toan

khong c6 diéu kién ban dau.

e Dé thu dugc biéu dién tiém can nghiém trong lan can cia
diém nén, ching téi st dung phuong phap cit thiét dien,
chuyen bai toan khong dimg vé bai toan elliptic chita tham
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sO trong mién c6 diem noén va st dung cac ket qua ve bai

toan elliptic.
CAU TRUC VA CAC KET QUA CUA LUAN AN

Luan an, ngoai phan Loi cam doan, Ldi cdm on, Mot s6 ki hiéu
thuong dung, Cac khong gian ham, Md dau, Két luan, Kién nghi
mot s6 huéng nghién citu tiép theo, Danh muc cic cong trinh va
Tai lieu tham khao, gom 3 chuong:

e Chuong 1: Tinh gidi dugc duy nhat ctia bai toan.

e Chuong 2: Tinh tron ctia nghiém.

e Chuong 3: Biéu dién tiém can nghiém trong lan can cia diem
non.

Cac két qua ciia luan an 13 méi, c6 ¥ nghia khoa hoc, gép phan
hoan thién 1i thuyét bai toan bién khong c6 dieu kién ban dau va
bai toan bién khong ditng trong mién khong tron. Luge do nghién
citu clia luan an c6 thé ap dung dé nghién ctu cac bai toan bién
khong c6 diéu kién ban dau khong ding tuong tu. Noi dung chinh
ctia luan an da dudc cong bo trong 03 bai bao khoa hoc trén céc
tap chi quoc té trong danh muc ISI va dugc liet ké 6 muc Danh
muc cong trinh va dugc bao cio tai:

e Hoi nghi khoa hoc khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc Su pham
Ha Noi cac nam 2013, 2016.

e Ho6i nghi khoa hoc khoa Cong nghé thong tin, Hoc vién Quan
Ii Gido duc, 2013.

e Seminar ciia B6 mon Giai tich, khoa Toan - Tin, Trucng Dai
hoc Su pham Ha Noi.



Chuong 1
TINH GIAI PUGC DUY NHAT CUA BAI TOAN

Muc dich ctia chuong nay la giéi thiéu bai toan va nghién ciu
tinh gidi dugc duy nhat ctia bai toan. Tinh duy nhat nghiém dugc
chitng minh bang phuong phap chon ham thit ctia Ladyzenskaya,
con sy ton tai nghiem duge ching minh bang cach xap xi nghiem
bdi mot day cac nghiem ciia bai toan cé dieu kién ban dau tuong
ting. Mac du da c6 cac két qui nghién cttu vé sy ton tai duy
nhat nghiém ctia bai toan bién ban dau déi v6i hé phuong trinh
Schrodinger nhung & day ching toi khong ap dung tryc tiép dugc
cac két qua d6 ma phai xay dung lai cac udc luong tién nghiem
dé c6 theé tién qua giéi han day nghiém xap xi. Két qua chinh cia
chuong nay 1a Dinh 1i 1.2. C4c két qua clia chuong nay khong chi
ding khi mién day Q chia diém nén ma con ding cho mién tiy
y. Noi dung chinh clia chuong nay duge viét dya trén phan dau

cac bai bao s6 1, 2, 3 trong danh muc cong trinh clia tac gia.
1.1. Phét biéu bai toan

Xét toan ti vi phan cap 2m sau day

m

L(z,t,D)= Y (-1)P'DP(apy(x,1)D?),
Ipl;lq|=0
trong d6 a,, 1& cdc ma tran ¢d s X s vdi cdc phan tt 1a cdc ham
do dugc, bi chan trong Q va théa man a,q = al, véi [p| = |¢| =m
(trong do azp ]a ma tran lien hop phtc chuyéen vi clia ma tran
apq). Hon nita, gid sit ton tai hang s6 duong ag sao cho v6i moi
¢ e R"\ {0}, n € C°\ {0} va (x,t) € Q, ta co

S apg(a, EPENT > aolé]*™ 0,

Ip|=|q|=m

trong d6 &P = £11...Ebn, €9 = £ ...E4m.



Trong ca luan an nay, ching to6i bai toan sau trong hinh tru Q)

(=)™ YiL(z,t,D)u — u; = f(x,t) trong Q, (1.1)
o :
a—j\pzo, i=0,....m—1, (1.2)

trong do6 v la phap vecto ngoai don vi v6i mat xung quanh I'.

1.2. Su ton tai duy nhat nghiém ciia bai toan cé diéu kién ban

dau

Trude tién, véi moi h € R trong hinh tru Qf° ta nghién cttu bai

toan c6 dieu kién ban dau sau

(=)™ YiL(z,t,D)v — vy = f(x,t) trong Q5°, (1.3)

(% ‘t:h: 0, T € Q, (14)
& ,
ﬁ‘s}?:o, ]:O,...,m—l, (15)

trong d6 v la phap vecto ngoai don vi v6i mét xung quanh S7°.
Két qué vé sy ton tai duy nhat nghiém ctia bai toan (1.3)-(1.5) ¢6
thé phat biéu nhu sau.

Dinh Ii 1.1. Gid st

, oa o
0 sup {124 (0,0) € 902, 0 < I o < = o < o
ZZ) ft; f - LQ(_’Y, QZO)

m*

Khi d6 vor mot v > g = T m* la s6 cdc bo da chi so c6
Ho

cap khong vuot qud m, ton tai duy nhat nghiém suy rong v thuoc

khong gian H™P (—v,Q%°) cia bai toan (1.3)-(1.5) va nghiem dé

thoa man wdc luong tién nghiém sau:

2 2 2
ol i < Cl 1Ay + Wilaam |, (16)
d do C la hang s6 duong khong phu thuoc vao h,v va f.
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1.3. Su ton tai duy nhat nghiém ctia bai toan khong c6 diéu kién
ban dau

Trong muc nay, chiing toi phat bicu va ching minh két qua vé sy
ton tai duy nhat nghiém ctia bai toan (1.1)-(1.2). Két qua chinh
dat duogc la dinh 1 sau.

m*

Dinh 1i 1.2. Gid s rang v > Y9 = 5 B véi m* 1o 6 cac bo
Ho

da chi s6 c6 cap khong vuot qud m. Hon nita, ¢id st rang ton tai

hang so6 duong 1 sao cho

, Oa
0 sup {12222 .0) € Q. 0 <l <o b = < o

ot
0
i1) | g§q| = o(e*"") khi t — —oo vdi moi |p|, |q| < m va vdi
mot x € €

ZZZ) fa ft € L2(_f)/7 Q)

Khi dé, ton tai duy nhat nghiém suy rong u(z,t) €H™° (—v,Q)

cia bai toan (1.1)-(1.2) thda man udc lugng tién nghiém sau

U PRNEtel | RS T P
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Chuong 2
TINH CHINH QUY CUA NGHIEM

Muc dich ctia chuong nay 1a chi ra cac két qud vé tinh tron theo
bién thoi gian va tinh tron theo c4 hai bién thoi gian - khong gian
ctia nghiém ctia bai toan (1.1)-(1.2). Trudc tién, ta sé chi ra céc
két qua vé tinh tron clia bai toan c6 diéu kién ban dau tuong tng
(1.3)-(1.5). Sau d6, dya tren viéc cac hang s6 C trong cac uéc
lugng nghiém ctia bai toan c6 diéu kién ban dau t = h déu khong
phu thudc vao h, ta cé thé tién qua gisi han va thu dudce cac két
qua vé tinh tron ctia bai toan (1.1)-(1.2). Luu y ring & day, ta
khong thé ap dung cac két qua da cé ve tinh tron clia nghiém ciia
bai toan c6 diéu kién ban dau doi véi hé phuong trinh Schrodinger
manh trong mién c6 diém noén. Vi trong cac két qua da c6, hing
s6 C trong cac danh gia ctia nghiém thay déi khi diéu kién ban
dau thay doi. Cac két qua chinh ciia chuong nay la Dinh 1 2.3 v&
Dinh 1i 2.4. Noi dung chinh ctia chuong nay dugc viét dya trén

bai bao s6 2 trong danh muc cong trinh ciia tac gia.

2.1. Tinh tron ctia nghiém theo bién théi gian ctia bai toan cé

dieu kién ban dau

Bing phuong phap quy nap toan hoc, ta c6 thé ching minh két
qué vé tinh tron ctia nghiém ctia bai toan (1.3)-(1.5) nhu sau.

Dinh 1i 2.1. Gid st rang | € N va ton tai u > 0, ps > 0 sao cho

0
9 sup {|12222]  0.0) € Q0 < pllal < m | = <

ot
8k
R S pp voi2 <k ST+

i) fix € Lo(—v,02%°) vdi 0 < k <1+ 1, fi(x,h) = 0 vdi moi
reNua0<k<I.
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Khi dé vdi moi v > (21 + 1)79, nghiem v €H™° (—~, Q) ctia bai

todn (1.3)-(1.5) c6 cdc dao ham theo bién t tdi cap | théa man

v € H™O(—7,Q%°), vdi moi k =0, ..., va théa man wdc lugng
k+1

[op 2oy < C S o2y (21)
3=0

trong dé hang s6 C' khong phu thudc vao v, f, h.

2.2. Tinh tron theo tap hdp cac bién ctia nghiém cia bai toan

c6 diéu kién ban dau

Gia st w 1a hé toa do cuc trén S™~!. Hon nita, gia st phan chinh
clia toan ti& L(xz,t, D) tai goc toa do 0 c6 thé viét § dang sau
i0

L£(0,t,D) =r~*"&(w,t,rD,, Dy), D, = 5
-

trong d6 £ 1a toan ti tuyén tinh véi cac hé s6 tron. Khi dé bai
toan pho sau déng vai trd quan trong trong viéc nghién cttu tinh

tron ctia nghiém.
L(w,t, A\, D, )v(w) =0, w € G, (2.2)
Divw)=0,wedqG, j=0,...,m—1. (2.3)
Dinh li 2.2. Lay !l la mét s6 nguyén khong am. Gid si rang v(x, t)
la mot nghiém yéu trong khong gian H™(—v, Q%) cia bai todn
(1.3)-(1.5) trong dé v > (2(2m +1) + 1)y va fu € HY (=7, Q5°)

voi k < 2m + 1+ 1, fir(z,h) = 0 vdi k < 2m + 1. Hon nta, gid
thiét rang trong ddi

n n
— =< Im\<2 [ — —
m 5 S mA < 2m + 5

khong chita diém pho ciia bai todn (2.2)-(2.3).
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Khi d6 v € HZ™ T (—v,0%°) va théa man udc lhiong sau

2m-+I1+1

2 2
[0l g2ty 00y < C gg% I lZo gy (24)

trong dé hang s6 C khong phu thudc vao h.
2.3. Tinh tron nghiém ciia bai toan khong cé dieéu kién ban dau

Bang cach st dung tinh chat clia day nghiem xap xi v cac két
qua vé tinh tron clia nghiém ctia bai toan c6 diéu kién ban dau
tuong ng, ta thu dudc cac két qua vé tinh tron clia nghiém cia
bai toan (1.1)-(1.2) nhu sau.

Dinh 1i 2.3. Gid sl € N va ton tai p > 0, pg > 0 sao cho

, Oa
0 sup {12222 0,0) € Q. 0 <l < b = < o,

ot
6k
S < oy 00 2SR ST

it) fox € Lo(—7,Q), vdimoiz €N, 0<k<I1+1.

Khi dé vdi moi v > (21 + 1)7o, nghiém u Gh;m’o (—v,Q) cla
bai todn (1.1)-(1.2) c6 dao ham theo bién t tdi cap | va théa mdan
e € H™O(—~,Q), vdi moi k =0,...,1 sao cho

k+1

g Frmo @) < C D I fusllEa () (2.5)

§=0
trong do hang s6 C' khong phu thudc vao u, f.

Dinh li 2.4. Lday ! la mot s6 nguyén khong am va so thuc v théa
man v > (2(2m + 1) + 1)yg. Gid st rang u(x,t) la nghiém suy
rong trong khong gian H™%(—v,Q) cia bai toan (1.1)-(1.2) va
fu € Hé’o(—% Q), vdi k < 2m+I1+1. Hon nita, gid si rang trong
dai

n

m—ﬂgfm)\§2m+l——
2 2
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khong chita diém pho ciia bai todn (1.1)-(1.2). Khi déu € HE™ (=, Q)

va thoa man wdc luong sau

2m+1+1
[ul2mes ) SC O Moluo oy (26)
k=0
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Chuong 3
BIEU DIEN TIEM CAN NGHIEM TRONG LAN
CAN DIEM NON

Muc dich chinh ctia chuwong nay la nghién cttu dang diéu tiém can
nghiém suy rong trong lan can ctia diém nén. Két qua chinh cia
chuong 14 Dinh 1y 3.1. Phuong phap chinh dé nghién ctu la st
dung cac két qua vé pho clia cic toan tit tuyén tinh va cac két
qua vé biéu dién tiém can nghiém cta bai toan elliptic trong lan
can ctia diém noén ciing véi phuong phap chitng minh quy nap toan
hoc. Noi dung chinh ctia chuong nay dugc viét theo bai bao s6 3

trong danh muc cac cong trinh cua tac gia.
3.1. Céc kién thitc bo tro

Trong muc nay, ching toi trinh bay lai cac kién thic lién quan va
xay dyng bo toan ti

U t) = (L(w,t, N\, D,),D°,.... D™ 1) X C,teR,
clia bai toan elliptic phu thuoc tham s6 sau

L(w,t, N\, Dy,)u = f, trong G, (3.1)
Dl =g, tren 0G, j=0,...,m — 1. (3.2)

Dé thu dugc biéu dién tiém can nghiém, sau nay ta con doi
héi them cac dieu kién vé cac gia tri rieng va vecto riéng clia bo
toan ti U(A\, ¢) nhu sau.

Lay lq,ls 1a cac s6 nguyén khong am va 31, 82 1a cic sb6 thuc
sao cho I3 — 81 < Iy — B2. Ta néi rang gia thiét (H) cho cac sb
l1,1s, B1, B2 dudc théa man néu cac dieu kién sau duge thoa man.

i. Cac duong thang Im\ = —f; +1; — n/2, (i = 1,2) khong
chita cac gia tri riéng ctia b6 todn tit LU(N, ), va dai —fF; +
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l1 —n/2 < ImA < —f2 + lo — n/2 chi chita cdc ham gié tri
rieng A\, (t), p=1,..., N, v6i boi hinh hoc tuong tng la A,
Kuk, p=1,...,N, k=1,..,A,, khong phu thuoc vao t € R.

Hon nita cac ham gia tri riéng la cac ham giai tich trong R.

ii. Ta c6 thé chon duge mot hé truc chuan cac vecto go,(C“ S) (w, 1)

véi k = 1,...,A,,s = 1,...,Kk, %, cia xich Jordan cua
(A, t) tuong tng v6i gia tri rieng A, (¢), p = 1,..., N sao
cho cac vecto go,gjus)(w,t), E=1,...,A,s=1,...,6,1 &

cac ham tron trong R véi moi w € G.
3.2. Biéu dién tiém can ctia bai toan elliptic phu thudéc tham sé

Muc nay trinh bay mot s6 két qua vé biéu dién tiém can nghiem
clia bai toan elliptic phu thuoc tham s6.
Dau tién, trong nén K ta xét bai toan bien elliptic phu thuoc
vao tham s6 ¢t nhu sau
(—1)™L(t,D)u = f trong K, (3.3)
Diu=g; tren 0Ky, j =0,...,m — 1. (3.4)
Bo dé sau mo ta bieu dién tiém can ciia nghiém ciia bai toan

elliptic phu thuoc mot tham so:

Bo dé 3.1. Liy u € Véi’g(—% Ko) la mot nghiém cia bai todn

sau
(=1)™L(t,D)u = f trong Ko, (3.5)
o7
a—ljb:gj tren 0K, 7=0,...,m — 1, (3.6)
%

trong do f € Vé;;ﬁm’o(—%]{o@), g; € Véi;lzm+j+1/2’0(—7,8Koo)
voi § =1,...,m valq, la,d la cdc s6 nguyén khong am théa man
lo > 11 > 2m, B1, Ba la cdc 56 thuc théa man 11— B1 < la—By. Hon
nita, gid s rang gid thiét (H) ding cho Iy, I, 1, P2 véi N = 1
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(tic la trong ddi —p1 + 11 — g < Im\ < =09 + 15 — g chi co
mot gid tri riéng \o(t) gidi tich trén R vdi boi hinh hoc A va cdc
boi riéng ki, k = 1,..., A, khong phu thuoc vao t € R). Khi do,

nghiém u cé dang

k—1

u(x,t) = Z r= oS P (Inr) 4+ w(z, t), (3.7)
s=0

trong do w(-,-) € Vé;:g(—% Kw), Ps(+) la cac da thic cé bac khong

vuot qud 0 + k — 1, vdi cde hé so6 la cac ham trong khong gian
) ) n
C>®(—~,Gy), Kk la $6 nguyén bé nhat lon hon —By + ly — 5~

ImAo(t) vdi moit € R, va 6 la boi riéng lon nhat cia \o(t).

3.3. Biéu dién tiém can nghiém cia bai toan bién khong cé dieu
kién ban dau déi véi hé Schrodinger trong lan can diém nén

Két qua chinh ctia chuong nay c6 thé phat biéu nhu sau:

Dinh i 3.1. Gid s¢ d,l la cdc s6 nguyén khong am, 8,8 la

cac s6 thuc théa man 0 < B < B va B > m. Gid thiét ring

u €H™Y (—v,Q) la mot nghiém suy rong ciia bai todn (1.1)-(1.2)

iy > (2(d+1)+ )yo; for € H' (=7, Q), vdi k < d+ 21+ 2 va

gid thiét (H) cho cic s6 1y = 2m,lo =2m+1, 31 =, B2 =

dugc théa man. Hon nita gid s@ rang ton tai T > 0 cdc dieu kién

sau duoc thoa man:
i. ImA\(t) <---<ImAn(t), t e [-T,T];

ii. —B+2m—g < ImM(t) < —6+2m—g+uf <ImXo(t) < -+ <

—5+mn—g+uy4<Imew<—ﬁ+am+Z—g¢e
[—00, =T') U (T, 00];

iii. ImA;(t) #ImA\g(t)+2,2€Z, j#ke{l,...,N}, t e R.
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Khi dé ta co biéu dién sau:

N l+/£j—1
u(x,t) = Z Z r i OFsps(Inr) + w(z, t), (3.8)
j=1 s=0

trong dé w(-,-) € V%i’;ill’o(—'y, Q), Ps;(+) la cic da thic cé bac
khong vuot qud 1(6; +2) + kj + 60 — 1, vdi cdc ham hé so thudc
khong gian C°*9 (—vy, G), k; la s6 nguyén nhé nhat khong vugt
qud —B" + 2m — g — ImA;(t) vdi moit € R, j =1,...,N va 0,

la boi riéng Ion nhat cla gid tri rieng X;(t) véi j =1,..., N.
3.4. CAac vi du ap dung

Trong phan nay, chiing t6i xét bai toan bién Dirichlet cho phuong
trinh Schrodinger cap hai hai bién téng quat trong mién géc. T
do, ching toi chi ra mot vi du cu thé ma & dé cac gia tri rieng
clia b6 toan tit U phu thudc tudng minh vao bién thoi gian t. Va
cudi cting, nhut mot truong hop dac biet, ching toi quay tré lai
xét phuong trinh Schrodinger trong co hoc lugng ti.

3.4.1. Vidul

O vi du nay, chung toi xét bai toan bién mau cho toan tit cap hai
trong mién goc.

Xét mien goc K = {z = (z1,22) € R? : r > 0, 0 < w < wo},
§ day (r,w) la toa cuc trong mit phing cta diém z = (x1, )
va 0 < wp < 2m. Dat S® = {z € R? : r > 0,w = 0} va dat
Sl={zeR?:r>0,w=uwy}, SI. =9 xR, j=0,1. V6i moi
da chi 86 a = (a1, a2), dat g + as = |a| va 9% = dl°l /931922,

Trong muc nay, ching toi xét bai toan sau
iLu —u; = f trong K, (3.9)
véi dieu kién bién Dirichlet
u |Sio: 0, j=0,1, (3.10)
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§do L = L(x,t,0,) = Z? ket @jkO0z, O, 12 toan tit elliptic thuan
nhat cap hai ty lien hgp hinh thic trong K véi a;,(t) = ag;(t) 1a
cdc ham xac dinh trong R. Hon nita, gid sit rang bat dang thic

sau dudc thoa man

2
> ak(t)ng e > pafnl?, (3.11)
J,k=1

véi moi n = (n1,m2) € C2, t € R, trong d6 p; 1a mot hang s6
duong. Phan chinh clia toan ti L tai gbc toa do O c6 dang

2

L(t,0z) = > ajk0s,0n,.

7,k=1

Tu dieu kién (3.11) ta suy ra rang ton tai hang s6 ps sao cho
a;j;(t) > p2 v6i moi t € R. Do d6, ta c6 thé gid sit axn(t) = 1 va
khi d6 ta biéu dién toan tit £ & dang

L= (a$2 - a(t)ailh)(aﬂw - a(t>8x1)7 (312>

trong dé a(t) = a(t) + ip(t), a(t), B(t) la cac ham thyc trén
R, B(t) > p3 v6i moi t va p3 1a mot hing s6 duong. Bai toan phd
(3.1)-(3.2) trong truong hgp nay trd thanh

L(w,t, A\, Dy)u=f, trong Ko, (3.13)
u ‘w:O: 0, (314)
U |w=wo= 0, (3.15)

trong do
L(w,t, A\, D,) = ((— sinw + a(t) cosw)iA + (cosw + a(t) sin w)8w>

(—sinw + a(t) cosw)iX + (cosw + a(t) sin w)@w) :

(3.16)
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Va bo toan tit tuong tng véi bai toan (3.13)-(3.15) trong truong
hgp nay dugc xac dinh bai

U 1) = (L(w, t, N, Do), 1,1).

Meénh dé 3.1. Gid st u(x,t) la nghiém clia bai todn (3.9)-(3.10)
vdi todn t vi phan L ¢é phan chinh tai goc toa do biéu dién ¢ dang
(3.12), trong do ham a(t) gidi tich. Gid su fu. € Hé’o(—77 Q) voi
k <d, cic duong thing Im\ =0, ImA = 1 khong chita cic ham
gia try riéng cua bé toan tu U va trong dai 0 < ImA < 1 co cac
ham gia tri riéng don Ai(t),...,An(t) cla bai todn (3.13)-(3.15)
vdi moi t. Khi dé ta cé bieu dién sau:

N K,j—l

u(a,t) =Y > r O P (Inr) + w(z, ), (3.17)

7j=1 s5=0

trong do w(-,-) € VOQ”dO(—’y,Q), Ps ; la cac da thic co bac khong
Vgt qud K, vdi cdae ham hé s6 thude khong gian C°%(—v, G), k;
la 6 nguyén nhd nhat khong vuot quda 1 — ImA;(t) vdi moi t €
R, j=1,...,N.

3.4.2. Vidu?2

Trong muc nay, st dung két qua tinh toan trong muc 3.4.1., ching
toi dua ra mot truong hgp dac biét khi cac gia tri riéng ctia bai

toan pho phu thuodc thuc su vio bién thoi gian ¢.
wo

tan
1 4 ewp arctan o(t)

. 3
Lay wg € (g, 27) dat a(t) = 0va B(t) = P—
v6i € > 0 di nho sao cho (t) > ps > 0 va o(t) dugce chon sao cho
la’(t)| = o(e*?) khi t — —oo. Khi d6 ap dung Dinh 1i 3.1, ta c6

ménh dé sau:

Meénh dé 3.2. Lay fix € Lo(—7,R) v6i 0 < k < d+2 va u la
mot nghiém suy rong ciia bai todn (3.9)-(3.10). Khi dé, ta cé biéu
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dién
u(a:,t) _ CTw/wo+7rearctana(t) —|—u1(x,t),

trong doé u; € V02”do(—’y, Q) va c € C®%4(—v,G ).
3.4.3. Vidu 3

Trong muc nay, ching t6i xét mé hinh toan hoc cho phuong trinh

Schrodinger nhu sau:
iAu — uy = f trong Q, (3.18)
vé6i dieu kién bién Dirichlet
u|p=0. (3.19)

Meénh dé 3.3. Gid st fio € La(—7,R) v6i 0 < k < 3 va u la mot
nghiém cia bai toan (3.18)-(3.19) vdin = 2. Ta co

o néuwy <7 thhu € H3(—v,Q)

o néu wy > m thi

u(z,t) = c(x, t)r™*° sin ™ up(x,t),
wo

trong dé c € V2, (—v,Q) va uy € H3(—v,Q).

™ [wo

Meénh dé 3.4. Liy fi € Lo(—v,R) v6i 0 < k < 3 va u la mot
nghiém suy rong cta bai toan (3.18)-(3.19) vdi n = 3. Khi do

lu(z,t)| < Crim™™M, C la hing so.

Meénh dé 3.5. Liy fix € La(—y,R) vdi 0 < k < 3 va u la mot
nghiém suy rong ciua bai todn (3.18)-(3.19) vdi n > 3. Khi do
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Cac két qua dat dudc

Luan 4n nghién citu vé bai toan bién thit nhat khong c6 diéu kién

ban dau déi v6i he phuong trinh Schrodinger tong quat trong mién

khong tron. Cac két qua chinh ctia luan an la:

1)

Xay dung duge dinh nghia nghiém suy rong phu hogp, tuw do
chitng minh dugc sy ton tai duy nhat nghiém trong khong

gian Sobolev h; ™m0 (—v, Q) va thiét lap dugc uée lugng tien
nghiem. Cha ¥ ring, mic du khong c6 diéu kién ban dau,
nhung bing cach xay dyng khong gian nghiém, khong gian
ham tht va diéu kién phl hgp clia ngoai lyc f, ching toi

van nhan dugc két qua vé st duy nhat nghiem.

Chitng minh dugc tinh chinh quy theo bién thoi gian ¢ trong
khong gian H™° (—~, Q) clia nghiém suy rong chi phu thuoc

vao tinh tron theo bién thoi gian ciia vé phai v cac hé sb
ma khong phu thudc vao tinh tron ctia bién ciia mién dang
xét. Bén canh do6, khi gia st cac hé s6 clia toan tit L 1a kha
vi vo han trong () thi ching t6i ciing ching minh duge tinh
chinh quy theo bién khong gian va tinh chinh quy theo cé
hai bién. Két qua thu dugc cho thay, trong khi tinh chinh
quy theo bién khong gian chi phu thudc vao tinh tron cla vé
phai ciia hé dang xét thi tinh chinh quy theo ca hai bién phu
thuodc ca vao pho clia bai toan phd tuong tng, tic 1a phu
thuoc vao do tron ctia bién clia mién. Phuong phap dudc
ching to6i st dung do6 la danh gia do tron cia nghiém cua
bai toan c6 diéu kién ban dau ¢t = h, sau d6 tién qua gidi
han khi h — —oo dé dat dugc tinh tron ctia nghiém ctia bai
toan khong c6 diéu kién ban dau. Mic du da co cac két qua

ve tinh tron ctia nghiém ctia bai toan c6 diéu kién ban dau
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t = 0 nhung ching t6i khong thé ap dung cac két qua da
c6 bdi vi trong cac két qua do, khi thoi diem ban dau t = h
thay déi thi cac hang s6 C trong céc udc lugng tién nghiem
ciing thay doi theo. Do d6 ching t6i phai xay dung lai cac
danh gia dé ddm bao C doc lap vé6i h dé c6 thé qua gidi han
cac udc lugng do khi h — —oo.

3) Thiét lap dudc bieu dién tiém can nghiém ctia bai toan khong
c6 diéu kién ban dau cho hé phuong trinh Schrodinger trong
lan can diém ki di ctia bién. Biéu dién nay ciing tuong tu
nhu biéu dién tiém can nghiém ctia bai toan c6 dieu kien
ban dau cho hé Schrodinger ma ta da biét trude d6, mic du
chiing toi chi yéu cau diéu kién yéu hon ctia phd ctia b6 toan
t U (dieu kien (H)).

Cac ki thuat va phuong phap dugc st dung trong luan an cé the
ap dung dé nghién cttu bai toan bién khong c6 diéu kien ban dau
déi véi cac hé khong dimg tuong tu.

Kién nghi mot s6 van dé nghién ciu tiép theo

Tiép theo cac két qua clia luan an tac gia thiay c6 mot sd6 van dé
can dudc tiép tuc nghién ctu la:

- Nghién cttu céc bai toan khong c6 gia tri ban dau cho mot s6
16p phuong trinh, hé phuong trinh vi phan tién héa khéc, ching
han phuong hé phuong trinh parabolic, hyperbolic.

- Nghién cttu tinh chinh quy va biéu dién tiém can ctia nghiém
suy rong clia bai toan trong cac mién khong tron khic nhu mién
c6 canh, mién c6 géc nhi dién,. ..

- Nghién cttu bai toan trong cac khong gian Sobolev véi chuan
L, trong d6 1 < p # 2.
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